Szymon Toruriczyk

1 Automaty niedeterministyczne

Automat niedeterministyczny A jest wyznaczony przez nastepujace sktad-
niki:

e Alfabet skoriczony A

Zbioér standow @)

Zbior standéw poczatkowych Q)

Zbior standéw koncowych Qp.

Relacja przejscia
0C @ xXAX Q.

A zatem, relacja przejscia jest pewnym zbiorem trojek (p,o,q), ktore
bedziemy zapisywaé tak: p — ¢. Jezeli dla kazdego stanu p i dla kazdej
litery o istnieje najwyzej jeden stan ¢ taki, ze p = ¢, to automat A jest
deterministyczny.

Moéwimy, ze stowo w = wyws ... w; jest akceptowane przez automat A
jezeli istnieje ciag standéw qq, . . . ¢k, spelniajace nastepujace warunki:

- Qo € Qr
- @ € QF.
- QOﬂ)QIB}CD'”%Qk

Przyklad 1 Automat, rozpoznajacy jezyk {a+b}* - b-{a+b}-b-{a+b}*
przedstawiamy graficznie tak:

a,a, b—l:q@ b

Mozemy rozszerzy¢ pojecie relacji przejscia w nastepujacy sposob:

Dla stowa w = wjws ... wy napiszemy p = q, jezeli istnieje ciag
q0, q1, - - - qx taki, ze



- P = qo,

- 4 = (g,
- %gthgﬂh'”%%

Naturalne jest przyjecie konwencji, ze p — ¢ wtedy i tylko wtedy, gdy
p=4q.
Mozemy teraz przeformutowaé definicje akceptacji:

Stowo w jest akceptowane przez automat A wtedy i tylko wtedy,
gdy p = ¢ dla pewnego p € Q; oraz q € Qp.

Wedhig powyzszych oznaczen, kazde slowo w wyznacza nam relacje bi-
w . . . o ee . . .
narng — na zbiorze @), i z samej definicji wynika, ze relacja wyznaczona przez
konkatenacje stow v oraz w jest ztozeniem odpowiednich relacji

v-w v w
—=— O —,

gdzie zlozenie relacji L oraz > jest relacja Lo zdefiniowang tak:
1 2 o . 1 2
p — © — r <= istnieje ¢q takie, ze p — q oraz q — r.

Przyklad 2 Ponizej przedstawiony jest ciag relacji wyznaczonych przez ko-
lejne litery stowa w = abbaba w automacie z poprzedniego przyktadu oraz
ich zlozenie. W tym ciggu relacji istnieje Sciezka od stanu poczatkowego 1
po lewej stronie do stanu akceptujacego 4 po prawej stronie. A zatem, stowo
w jest akceptowane przez automat. Rownowaznie, wynikowa relacja zawiera
krawedz od stanu poczatkowego 1 do stanu akceptujacego 4, wiec stowo jest
akceptowane.

abbaba
E—



Tak wiec, czytajac stowo w, mozemy obliczaé¢ ,on-line” relacje — w na-
stepujacy sposob:

W Wii—1]  wg
—= = O —

gdzie wy) = wiwy . .. w;.
Robi to automat deterministyczny B opisany ponizej.

Alfabetem jest alfabet automatu A

Zbiorem stanéw jest zbior R wszystkich relacji binarnych na zbiorze
Q. Jest ich dokladnie 2!@/<I€I.

Stanem poczatkowym jest — (tzn. relacja identyczno$ciowa).

Stany akceptujace to takie relacje ~~, ze p ~» ¢ dla pewnych p € Qy,
q € Qr.

Relacja przejscia okreslona jest nastepujaco. Automat B bedac w stanie
~ 1 czytajac litere o przechodzi do stanu ~» o .

W ten sposob, po wezytaniu stowa w, automat B oblicza relacje —, czyli
relacje przejscia wyznaczona przez to stowo w automacie A. Jezeli ta relacja
umozliwia przejscie ze stanu z )y do stanu z Qp, to automat B akceptuje.
Jasne jest wiec, ze automat B akceptuje doktadnie te stowa, co automat A.
Takze widaé, ze B faktycznie jest deterministyczny. Automaty podobne do
B okreslimy mianem automatow potgrupowych. W tym celu wprowadzimy
pare definicji.

Definicja 1.1 Poélgrupa nazywamy zbior (S, - ) wyposazony w operacje
mnozenia - spelniajaca warunek

(s-t)-u=s-(t u). (%)
Dodatkowo bedziemy wymagac, by potgrupa S zawierata element neutralny,
tzn. taki element e, ze
dla kazdego s € S (zazwyczaj takie polgrupy nazywa sie monoidami lub
potgrupg z jednosciq).

Warunek (%) nazywa sie {gcznosciq.

Przyklad 3 Potgrupa (Zg, x) sktadajaca sie z liczb 0, 1, 2, 3, 4, 5 wraz z ope-
racja mnozenia modulo 6.



Przyklad 4 Potgrupa funkcji na zbiorze n-elementowym, wraz z operacja
sktadania funkecji (o).

Przyklad 5 Potgrupa macierzy k x k o elementach z pierécienia Z,,, z ope-
racja mnozenia macierzy.

Przyklad 6 Dowolna grupa.

Przyklad 7 Poétgrupa relacji binarnych na zbiorze n-elementowym, wraz z
operacja sktadania relacji (¢).

Definicja 1.2 Automat pdtgrupowy S jest opisany przez nastepujace sktad-
niki:

o Alfabet X

e Polgrupa (S, - )

e Funkcja przejscia : X — S
e 7Zbior akceptujacy T' C S.

Funkcja przejscia okresla, jaki element potgrupy S wyznacza kazda z liter
o€ .
Powiemy, ze automat S akceptuje stowo w = wyws . .. wy jezeli

5(’LU1) . 5(’LU2) s (5(wk_1) . (5(wk) eT.

Zauwazmy, ze bez wplywu na jezyk rozpoznawany przez automat S, mozemy
zatozy¢, ze polgrupa S jest generowana przez zbior elementow {d(c) : o €
¥}, tzn. ze kazdy element S jest ilocznynem pewnego ciagu takich elemen-
tow.

Kazdy automat polgrupowy & wyznacza w naturalny sposéb automat
deterministyczny, rozpoznajacy ten sam jezyk. Jego stany to elementy pot-
grupy S, stanem poczatkowym jest jej element neutralny, stany akceptujace
to elementy zbioru T' i wreszcie, automat ten, bedac w stanie s i wezytujac
litere o przechodzi do stanu s - (o).

Z kolei dowolny automat niedeterministyczny A wyznacza automat pot-
grupowy okreslony nastepujaco:

e Alfabet to alfabet automatu A

e Polgrupa automatu to polgrupa relacji Rg na zbiorze ) stanéw auto-
matu A,



e Funkcja przejécia zadana jest wzorem 6(0) = =, gdzie % jest relacja
przejscia wyznaczong przez litere o w automacie A,

e Zbior akceptujacy to {~ € Rg:3Ip € Qr,q € Qr : p ~ q}.

Widzimy wiec, ze wszystkie trzy klasy automatow — potgrupowe, deter-
ministyczne i niedeterministyczne — maja te sama sile wyrazu (i rozpoznaja
jezyki regularne).

2 Automaty dwukierunkowe

Deterministyczny automat dwukierunkowy D dziata w nastepujacy sposob.
W kolejnych krokach, D wczytuje litere z tasmy wejsciowej i, w zaleznosci
od tej litery, kierunku z ktérego przyszedt oraz stanu w jakim sie znajduje,
decyduje sie, zgodnie z ustalona tablica regul, przej$¢ w prawo lub w lewo
oraz zmieni¢ stan na inny (w bardziej powszechnym wariancie zaktada sie,
ze decyzja nie zalezy od kierunku przyjscia). Przyjmujemy, ze przed pierw-
sza 1 za ostatnig litera stowa na tasmie wejsciowej stoja specjalne markery
konca stowa. Automat zaczyna przed markerem poczatku stowa, w stanie
poczatkowym. Gdy przekroczy marker konca stowa, konczy swoj bieg. W
zaleznosci od stanu, w ktorym sie znajdzie, stowo bedzie zaakceptowane lub
nie.

A zatem, formalnie, dwukierunkowy automat deterministyczny ma naste-
pujace sktadniki:

e Alfabet skonczony A oraz dwa markery specjalne begin,end ¢ A

Zbior standéw @)

Stan poczatkowy ¢q; € Q

Zbior standéw koncowych Qp

Funkcja przejscia
d: (AU {begin,end}) x {d—,d_} x Q — {d_,d_} x@Q
(d_ oraz d_, oznaczaja tutaj kierunki ruchu automatu)

Automat niedeterministyczny tym sie rézni od deterministycznego, ze
reguly nie sa wyznaczone jednoznacznie w zaleznosci od wczytanej litery,
kierunku ruchu i stanu automatu. Automat moze mieé¢ kilka mozliwosci i
w kazdym ruchu decyduje si¢ na jedna z nich. Formalnie, znaczy to tyle,



ze 0 nie jest juz funkcja, ale relacja. A zatem, dla danego stowa, automat
niedeterministyczny moze mie¢ wiele biegdw (czasem nawet nieskoriczenie
wiele, przy zapetleniach), a bieg automatu deterministycznego jest wyzna-
czony jednoznacznie przez stowo wejsciowe. Gdy ktory$ z mozliwych biegdow
automatu jest zakonczony w stanie poczatkowym, powiemy ze automat ak-
ceptuje dane stowo wejsciowe. Zbior stow akceptowanych przez automat jest
jezykiem automatu.

Pokazemy, ze deterministyczny automat dwukierunkowy wyznacza w na-
turalny sposéb pewien automat potgrupowy. W tym celu, zdefiniujemy pot-
grupe 1), ,modelujacg” dziatanie automatéw dwukierunkowych o n stanach.

Zdefiniujemy potgrupe T, transformacji dwukierunkowych zbioru {1, ... n}.
Elementami tej potgrupy sa grafy nieskierowane o 4n-elementowym zbiorze
wierzchotkéw o nastepujacych etykietach:

o 1o 24 ,...,ne_— wierzcholki wyjscia z lewej strony
e 1,.,2,.,...,ne— wierzcholki wejécia z lewej strony
o 1 4,2 .,,...,n_ wierzcholki wyjscia z prawej strony
o 1. 4,2 ,,...,n_e wierzcholki wejécia z prawej strony

Krawedzie moga taczy¢ jedynie wierzchotki wejscia z wierzchotkami wyj-
Scia. Przyktadowo, lewy wierzchotek wejscia moze by¢ polaczony z prawym
wierzchotkiem wyjscia albo z lewym wierzchotkiem wyjscia (odpowiada to
dwukierunkowosci automatu). Kazdy wierzchotek wejscia moze by¢ pota-
czony z najwyzej jednym wierzchotkiem (warunek determinizmu). Oto gra-
ficzna reprezentacja przyktadowego elementu potgrupy 7Ts:

Ponizszy rysunek, przedstawia, jak bedziemy mnozy¢ dwa elementow pot-
grupy 15:
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Formalna definicja mnozenia przedstawiona jest ponizej. Aby otrzymac
ztozenie s-t dwoch takich grafow s, t Sklejamy ze soba, usuwajac ich etykiety,
pary wierzchotkow o odpowiadajacych sobie numerach (k= 1,...n):

- wierzchotek wyjscia z prawej strony k_., grafu s z wierzchotkiem wejscia
z lewej strony k,_, grafu t

- wierzchotek wyjscia z lewej strony ke grafu t z wierzchotkami wejscia
z prawej strony k., grafu s.

Etykiety pozostatych wierzchotkéw dwoch graféw pozostaja niezmienione,
w efekcie czego znéw otrzymujemy graf ktory ma wierzchotki zaetykietowane
jako wierzchotki wejscia i wyjscia z lewej i prawej strony. Powiemy, ze wierz-
chotek p jest potaczony z wierzchotkiem ¢ w grafie s - ¢, jezeli w powstatym
grafie istnieje Sciezka taczaca odpowiednie wierzchotki. Tak okreslamy dzie-
lanie w polgrupie (deterministycznych) transformacji dwukierunkowych 7,.

Niech D bedzie deterministycznym automatem dwukierunkowym, o sta-

nach 1,...,n, o stanie poczatkowym 1 oraz zbiorze stanéw koncowych Q).
Wowezas, kazda litera o € ¥ U {begin, end} wyznacza pewng transformacje

dwukierunkowa, 6(c) zbioru stanéw automatu D, mianowicie d(c) jest grafem
opisanym nastepujaco:

- jezeli §(o,i,d_,) = (j,d-,), to wierzcholki i, oraz j_,, polaczone sa krawedzia
- jezeli §(o,i,d—) = (j,d—), to wierzcholki i,_, oraz j,. polaczone sg krawedzia
- jezeli 6(0,i,d—) = (j,d—), to wierzcholki i._, oraz j,. polaczone sa krawedzia
- jezeli §(o,i,d_) = (j,d—,), to wierzcholki i._, oraz j_,, polaczone sa krawedzia

Rozpatrzmy teraz nastepujacy automat potgrupowy 7 nad alfabetem 3.
e Poélgrupa automatu 7 to T,,.
e Funkcja przejscia automatu A to 9.

e Zbior akceptujacy sktada sie z tych transformacji dwukierunkowych
s € T, ktore spelniaja nastepujacy warunek:



transformacja dwukierunkowa &(begin) - s - 6(end) ma kra-
wedz z wierzchotka 1,_, do wierzchotka ¢_,, dla pewnego
stanu ¢ € Q.

Jest jasne, ze automat potgrupowy 7 rozpoznaje dokladnie ten jezyk, co
automat D. Poniewaz kazdy automat pétgrupowy wyznacza natychmiast au-
tomat deterministyczny (jednokierunkowy), to pokazuje to, ze D rozpoznaje
jezyk regularny.

Dla niedeterministycznych automatéow dwukierunkowych, mozna zdefi-
niowa¢ analogiczng do T, poétgrupe niedeterministycznych transformacji dwu-
kierunkowych DT,,, ktorej elementy sktadaja sie z podobnych grafow, z ta
r6znica, ze nie musza spelnia¢ warunku determinizmu. Mnozenie w tej pol-
grupie definiuje si¢ w identyczny sposéb.

Dla danego dwukierunkowego automatu niedeterministycznego N mozna
wowczas skonstruowaé automat potgrupowy, bardzo podobny do tego skon-
struowanego powyzej, ktory rozpoznaje doktadnie ten sam jezyk, co wyj-
Sciowy automat. To pokazuje, ze nawet niedeterministyczne, dwukierunkowe,
automaty rozpoznaja jedynie jezyki regularne.



